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Цель работы

Целью данной работы является рассмотрение
практических аспектов графоструктурного моделирования
в задачах описания и анализа больших данных, а также

развитие матричного представления обобщенных графовых
структур; на этом основании будут изложены полученные
результаты предварительных исследований и обозначены

перспективы дальнейших.
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Графы

Определение функции B

B(V , n) = [V → 2V ]n,
где [S]n = {X | X ⊆ S∧ |X| = n}.

Формальное определение графа

Граф – это 〈V ,E〉, где E ⊆ B(V , 2).
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Обобщенные графовые структуры

Гиперграф

Гиперграф определен как 〈V ,HE〉, где HE ⊆
n⋃︀

i=1

B(V , i).

Гиперсеть

Гиперсеть – это пара, состоящая из множества гиперребер и
множества отображений между ними HN = 〈{WSi},{i}〉,

где WSi – гиперребро, а i :WSi →WSi−1.
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Обобщенные графовые структуры

Метаграф

Метаграф – это MG = 〈V ,ME〉, где V – множество вершин,

ME – множество метаребер и ME ⊆ B(
n⋃︀

i=1

B(V , i), 2).

Эквивалентное определние метаграфа

MG = 〈V ,MV ,ME〉, где множество метавершин

MV ⊆
n⋃︀

i=1

B(V , i), а ME ⊆ B(MV , 2).
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Обобщенные графовые структуры

Итергиперграфы

V–некоторое множество, f : V → 2V .
f(V , 0) = V , f(V , 1) = f(V), f(V , 2) = f(f(V)), f(V ,p) = f(f(V ,p− 1)),

где p - показатель итерации и
e(f(V ,p)) = p, e(f(V ,p)) = e(f(V ,p− 1)) + 1.

Если |V | = n, |E| = m|f(V ,p)| ≤ m ≤ |f(V ,p+ 1)|,
то e(E) дробный показатель итерации.

Для графа показатель итерации равен n−m

2n−n
.

Для гиперграфа и метаграфа n−m

2n−n
,

2n−m

22n−2n соответственно.
Класс итергиперграфов охватывает все графовые структу-
ры при варьировании степени итерации.
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Особенности метаграфов

Характерной особенностью метаграфа является то, что он
обобщает приведенные графовые структуры и что в нём

реализованы два вида смежности вершин.
Причем одна из смежностей должна однозначно

определять связи между вершинами.

Метавершинная
• G〈V ,E〉 ∼= MG〈V ,MV ,ME〉, где

ME = ∅, а MV ⊆ B(V , 2) = E

• HG〈V ,HE〉 ∼= MG〈V ,MV ,ME〉, где

ME = ∅, а MV ⊆
n⋃︀

i=1

B(V , i) = HE

• HN〈WS,〉 ∼= MG〈V ,MV ,ME〉 =⟨
V ,{WSi},

⟨︀
..., 〈WSi ,WSi−1〉, ...

⟩︀⟩

Метареберная
• G〈V ,E〉 ∼= MG〈V ,MV ,ME〉, где

MV ⊆
n⋃︀

i=1

B(V , i),ME ⊆ B(MV , 2)

• HG〈V ,HE〉 ∼= MG〈V ,MV ,ME〉, где

MV ⊆
n⋃︀

i=1

B(V , i),ME ⊆ B(MV , 2)

• HN〈WS,〉 ∼= MG〈V ,MV ,ME〉 =⟨
V ,{WSi},

⟨︀
..., 〈WSi ,WSi−1〉, ...

⟩︀⟩
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Особенности метаграфов

Вторая функция смежности может использоваться для ...

... рассмотрения связей меж-
ду связями. Например, меж-
ду двумя ребрами:

... кластеризации вершин.
Например, для кластери-
зации вершин по признаку
совместной смежности
другой вершине:
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Особенности метаграфов

Метаграф не только обобщает приведенные структуры, но
и достаточен по отношению к более абстрактным
структурам в задачах моделирования, т.к. ...

... связи могут быть между
связями произвольного

уровня.

... кластеризация вершин
может быть

многокритериальной.
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Матричное представление

Графовые структуры удобно представлять с помощью
матриц. Для такого представления наиболее популярны
матрицы инцидентности (I), смежности (A), валентности

(D) и лапласиан (L), которые связаны равенством
I · Iτ = L = D± A.
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Матричное представление

Также любую графовую структуру можно представить в
матричном виде с помощью графа Кёнига:
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Матричное представление
Матрица смежности по Басу:

aij =
⋃︀
k

(αij)k, где

(αij)k =

⎧⎨⎩〈muk{vi},mvk{vj}, 〈mek〉〉, если vi ∈ muk ∧ vj ∈ mvk;

∅, иначе.
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Матричное представление

На основе слайда 6 выводится связь между матричными
представлениями разных графовых структур как частных

случаев итергиперграфов. Например, для метаграфа
матрица инцидентности определяется как

I(V ,ME) = I(V ,E) · I(MV ,ME).
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Матричное представление
Взаимосвязь L(V ,ME) и I(V ,E), I(MV ,ME):

L(V ,ME) = I(V ,ME) · I(MV ,ME) =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

l1,1 ... 0

...
. . .

...

0 ...
. . .

I(V ,MV) 0

(I(V ,MV))τ

. . . ... 0

...
. . .

...

0 ...
. . .

I(MV ,ME)

0 (I(MV ,ME))τ

. . . ... 0

...
. . .

...
0 ... l|V |+|MV |+|ME|,|V |+|MV |+|ME|

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

где li,i =
|V+E|∑︀
k=1

|li,k| =
|V+E|∑︀
k=1

|lk,i |. 15/41



Какое из представлений выбрать?!

Выбор матричного представления должен осуществляться
в зависимости от постановки задач, наличия

реализованных алгоритмов для данного представления, а
также возможности корректной интерпретации

промежуточных и конечного результата.
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Пути реализации матричного представления

Алгоритмический + Алгебраический

• Базовые операции линейной алгебры;

• алгоритмические операции;

• логика и алгебра высказываний;

• идемпотентные полукольца.
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Преимущества матричного подхода

• Возможность оптимизации вычислений с использовани-
ем архитектуры параллельного программирования и рас-
пределенного хранения данных;

• строгая алгебраическая формализация;

• применимость средств линейной алгебры и основанных
на ней методов прикладной математики;

• вариативность представления в зависимости от условий
задачи.
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Ремоделирование и его мотивация

Математическое ремоделирование – это подход на основе
перехода от математических или имитационных моделей

одного или различных типов к моделям некоторого одного
класса.

Суть подхода – приведение исходных моделей к единой
форме, пригодной или удобной для дальнейшего анализа и

исследования.
Особенностью подхода является то, что начальной

информацией является некоторая математическая или
имитационная модель, а не информация об объекте или

процессе моделирования.
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Результаты применения гиперграфов

• Сложные системы

• Машинное обучение

• Реализация неинтуитивных связей

• Относительная простота интерпретации

1 S. Tan, Z. Guan, D. Cai, X. Qin, J. Bu, and C. Chen. Mapping users across
networks by manifold alignment on hypergraph. In AAAI, 2014.

2 Huang, J. Scalable Hypergraph Learning and Processing [Text] / Huang J.
Zhang R., Xu Yu J. // Data Mining (ICDM), 2015 IEEE International
Conference on — Atlantic City, NJ, USA, 14-17 Nov. 2015.

3 Zhou, D. Learning with Hypergraphs: Clustering, Classification, and
Embedding [Text] / D. Zhou, J. Huang, B. Schölkopf // AINPS 19, 2007 —
p. 1601-1608.

4 Blyumin, S.L. Interval Cyclic Hypergraphs for Modeling of Transportation
Systems [Text] / S.L. Blyumin, A.V. Galkin, D.L. Prikhodko, P.V. Saraev,
A.S Sysoev // ICTTE, 2014. — Belgrade , Serbia — pp 157-163.
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Алгоритм преобразования графа в метаграф

1. Запишем граф в виде матрицы инцидентности I(V ,E).

2. Если матрица I(V ,E) = O, то алгоритм завершен.

3. Находим строку в I(V ,E) с максимальным количеством
единиц (вершину с максимальной валентностью).

4. Добавляем метаребро в I(V ,ME), содержащее в одной
метавершине эту вершину, а в другой метавершине
вершины, смежные с данной.

5. Обнуляем в I(V ,ME) найденную строку и столбцы,
значения которых в этой строке равны единице.

6. Переходим к пункту 2.
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Пример использования алгоритма

Пример. Дан граф
G = 〈V ,E〉 =

⟨︀
{v1, v2, v3, v4, v5},{v1, v2},{v1, v3},{v2,

v3},{v2, v4},{v3, v4},{v4, v5}
⟩︀
. Необходимо преобразовать

его в метаграф, иными словами, построить изоморфный
ему метаграф.
Матрица инцидентности графа G(V ,E) и матрица
инцидентности метаграфа MG(V ,ME) в начале вычислений
равны

I(V ,E) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0 0 0

1 0 1 1 0 0

0 1 1 0 1 0

0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , I(V ,ME) = ().
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Пример использования алгоритма

Первая итерация.

I(V ,E) =

1 1 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

I(V ,ME) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

−1

1

1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Пример использования алгоритма

Вторая итерация.

I(V ,E) =

0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

I(V ,ME) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1

−1 0

1 −1

1 1

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Пример использования алгоритма

Третья итерация.

I(V ,E) =

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = O,

I(V ,ME) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0

−1 0 0

1 −1 0

1 1 1

0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Сложные системы

Определение сложной системы

Сложная система – система, состоящая из множества
взаимодействующих подсистем, вследствие чего сложная

система приобретает новые свойства, характерные для неё
как для целостной структуры, которые отсутствуют не
только у каждой подсистемы в частности, но и у суммы

подсистем.
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Сложные системы – эмерджентные свойства
Примеры систем с эмерджентными свойствами:

• живые организмы;
• текст на естественном языке;
• интеллект;
• социальная сеть;
• производственное предприятие.

Эмерджентные свойства не восходят к количеству.
Источником эмерджентных свойств является структура

системы: при различной структуре у систем, образуемых из
одних и тех же элементов, возникают разные свойства и

особенности.
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Сложные системы – иллюстрация

• Распределенные
вычисления;

• не нужно искать
клики (!NP);

• относительная
простота
интерпретации.
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ИИС и ГИИС

Применение графоструктурного подхода к решению задач
больших данных можно условно разделить на два вида –

это непосредственно моделирование исходных данных
графовыми структурами и моделирование

информационных систем (ИС), с помощью которых
решаются эти задачи.
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Реализация ГИИС

Программную реализацию простейших видов ГИИС можно
найти в библиотеке машинного обучения sklearn.

Pipeline

FeatureUnions
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Практические примеры-классификация текста

Исходные данные
PhraseId SentenceId Phrase Sentiment

1 1 A series of
escapades
demonstrating
the adage ...

1

2 1 demonstrating
the adage

2

... ... ... ...
156060 8544 avuncular

chortles
3

Источник: https://www.kaggle.com/c/sentiment-analysis-on-
movie-reviews
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Практические примеры-классификация текста

Лексический анализатор

x′ = g(x),g : L→ Rn1 .

Отображение-трансформатор

x′
2
= h(x′

1
), h : Rn1 → Rn2 .

Процесс предварительной обработки данных

hn(...(h1(g1(x)))),g1 : L→ Rn1 , hi : Rni → Rni+1 .
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Практические примеры-классификация текста

Для параллельной обработки данных необходимо
использовать метаграфовую структуру ГИИС:

x′
g
= Gx =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
g1

g2

...
gn−1

gn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

τ ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x 0 ... 0 0

0 x ... 0 0

...
...

...
...

...
0 0 ... x 0

0 0 ... 0 x

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

g1(x)
g2(x)

...
gn−1(x)
gn(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

τ

.

После чего получится разреженная матрица, которую
необходимо преобразовать в векторную форму

x′
g
= mg(x′),mg : Rn1×n→ Rn′ ,
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к которой можно применить отображения-трансформаторы
либо последовательно

hn(...(h1(g1(xg)))),g1 : L→ Rn1 , hi : Rni → Rni+1 ,

либо параллельно

x′
h
=

⎛⎜⎝
h1

h2

.

.

.
hn−1

hn

⎞⎟⎠
τ

·mg

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

g1

g2

.

.

.
gn−1

gn

⎞⎟⎠
τ

·

⎛⎜⎝
x 0 ... 0 0

0 x ... 0 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
0 0 ... x 0

0 0 ... 0 x

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
h1(x′g)
h2(x′g)

.

.

.
hn−1(x′g)
hn(x′g)

⎞⎟⎟⎠
τ

.

В случае параллельного применения трансформаторов

x′
h
= mh(x′),mh : Rn2×n→ Rn′ .
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Построим ГИИС для предварительной обработки данных,
состоящую из трех метавершин. MG =

⟨
{h1, h2, h3,g1,g2,g3

,g4},
⟨︀
〈{h2, h3},{g1,g2,g3,g4}〉, 〈{h1},{h2, h3,g1,g2,g3,g4

}〉
⟩︀⟩

, где g1,g2,g3,g4 – лексические анализаторы, а h1, h2, h3

– трансформаторы.

• g1 = tfidf (N-граммы по словам);

• g2 = tfidf (N-граммы по буквам);

• g3, g4 – «счетчики»;

h1, h2, h3 – трансформаторы для масштабирования входных
векторов до единичной нормы с использованием l1, l2,max

нормы соотвественно.
Результат: 84% train, 67% test.
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